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Abstract
Let k be a number field and T a k-torus. Consider a family of torsors under T , i.e. a morph-
ism f : X → P1k from a projective, smooth k-variety X to P1k , the generic fibre Xη → η
of which is a smooth compactification of a principal homogeneous space under T ⊗k η. We
study the Brauer–Manin obstruction to the Hasse principle and to weak approximation for
X , assuming Schinzel’s hypothesis. We generalise Wei’s recent results [21]. Our results are
unconditional if k = Q and all non-split fibres of f are defined over Q. We also establish an
unconditional analogue of our main result for zero-cycles of degree 1.
Re´sume´
Soit k un corps de nombres et soit T un k-tore. Conside´rons une fibration en torseurs
sous T , c’est-a`-dire un morphisme f : X → P1k d’une k-varie´te´ projective et lisse X vers
P1k tel que sa fibre ge´ne´rique Xη → η soit une compactification lisse d’un espace principal
homoge`ne sous T ⊗k η. On e´tudie dans ce texte l’obstruction de Brauer-Manin au principe
de Hasse et a` l’approximation faible pour X , sous l’hypothe`se de Schinzel. On ge´ne´ralise
les re´sultats re´cents de Wei [21]. Nos re´sultats sont inconditionnels si k = Q et les fibres
non-scinde´es de f sont de´finies sur Q. On e´tablit e´galement un analogue inconditionnel de
notre re´sultat principal pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
1. Introduction
1·1. Historique et re´sultats
Fixons un corps de nombres k, une cloˆture alge´brique k de k et une extension abe´lienne
maximale kab ⊆ k de k. Pour les notions de base sur le principe de Hasse, l’approximation
faible, le groupe de Brauer et l’obstruction de Brauer-Manin, voir par exemple
[5, §3].
On s’inte´resse dans cet article aux principes locaux-globaux pour certaines varie´te´s pro-
jectives et lisses X , de´finies sur le corps de nombres k et fibre´es sur la droite projective,
c’est-a`-dire munies d’un morphisme (dominant) f : X → P1k .
La question si l’obstruction de Brauer–Manin controˆle la validite´ du principe de Hasse
et l’approximation faible pour l’espace total d’une telle fibration f : X → P1k , s’il en est
ainsi pour les fibres de f , a e´te´ e´tudie´e par de nombreux auteurs. Citons par exemple les
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articles classiques de Harari [12], Colliot–The´le`ne et Swinnerton–Dyer [9] et Colliot–
The´le`ne, Skorobogatov et Swinnerton–Dyer [8]. Ce proble`me est difficile: l’hypothe`se de
Schinzel [9, §4] est devenu un outil standard pour traiter le cas d’une fibration avec plusieurs
fibres non-scinde´es. Or, si on ne suppose pas que le principe de Hasse et l’approximation
faible valent pour les fibres de f (comme dans [8]) mais seulement que l’obstruction de
Brauer-Manin est la seule dans les fibres, tre`s peu est connu sur la situation. On s’inte´resse
dans ce texte a` une classe particulie`re de telles fibrations:
De´finition 1·1. Soit T un k-tore. On de´finit une fibration en torseurs sous T comme une
k-varie´te´ projective, lisse et ge´ome´triquement connexe X , munie d’un morphisme dominant
f : X → P1 tel que la fibre ge´ne´rique Xη → η de f soit une compactification lisse d’un
espace principal homoge`ne sous le η-tore T ×k η.
Le cas particulier d’un tore dit “normique” T = R1K/kGm associe´ a` une extension finie
K/k a e´te´ e´tudie´ de fac¸on tre`s intensive. Ce cas correspond a` la classe des varie´te´s qui sont
des compactifications lisses d’une varie´te´ affine donne´e par une e´quation de la forme
NK/k(x) = P(t)! 0,
ou` P(t) ∈ k[t] est un polynoˆme non constant. Citons les articles re´cents [1, 10, 15, 17,
20 et 21]. Le spectre des techniques employe´es est large: citons la me´thode de la descente
([4, 10]), les techniques de la the´orie analytique des nombres ([1]), la me´thode des fibrations
([15, 21]) ou une combinaison de celles-ci ([4, 13, 17]).
On ge´ne´ralise ici les re´sultats de Wei [21] obtenus via la me´thode des fibrations
(sous l’hypothe`se de Schinzel), tout en donnant des preuves plus simples. Wei a e´tudie´
l’obstruction de Brauer-Manin pour les e´quations “normiques” NK/k(x) = P(t), avec K/k
une extension abe´lienne. Son re´sultat principal [21, theorem 3·1] dit que le principe de Hasse
et l’approximation faible valent pour toute compactification lisse d’une telle varie´te´ (sous
l’hypothe`se de Schinzel), de`s que l’obstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose pas et que la
condition X2ω(T̂ ) = X2ω(T̂ )P est satisfaite (voir [4, de´finition 2·4]). Comme il le remarque
[21, §3], cette dernie`re condition est e´quivalente a` la surjectivite´ de la fle`che naturelle
Br(XCTHS)/Br(k) −→ Br(Xη)/Br(η),
ou` XCTHS est une certaine compactification partielle de la varie´te´ affine de´finie par l’e´quation
NK/k(x) = P(t)! 0, construite dans [4, §2].
On ge´ne´ralise son re´sultat dans plusieurs directions, dans le sens qu’on traite des tores
ge´ne´raux au lieu des tores “normiques”, et qu’on impose une condition moins forte que sa
condition X2ω(T̂ ) = X2ω(T̂ )P .
Le re´sultat principal de ce texte – qui englobe e´galement [21, theorem 3·2] – est le
the´ore`me suivant.
THE´ORE`ME 1·2. Soit T un k-tore quasi-de´ploye´ par kab. Soit f : X → P1k une fibration
en torseurs sous T . Alors le groupe Br(Xη)/Br(η) est abe´lien fini. Faisons l’hypothe`se qu’il
existe un ouvert X◦ ⊆ X lisse, surjectif et ge´ne´riquement projectif a` fibres connexes au-
dessus de A1k , de fac¸on que le morphisme X ◦ → A1k admette une section sur kab et que
Br(Xη)/Br(η) soit engendre´ par les images des groupes suivants:
(i) le groupe Br(X ◦), et
(ii) le groupe Ker[Br(Xη)→ Br(Xη ⊗k kab)].
Admettons l’hypothe`se de Schinzel. Alors X (k) est dense dans X (Ak)Br(X).
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Rappelons qu’une extension de corps K/k quasi-de´ploie le tore T si le K -tore T ⊗k K est
quasi-trivial, i.e. produit de facteurs de la forme RL/KGm,L , pour L/K une extension finie
(et variable).
Remarque 1·3. Si k = Q et si toutes les fibres non-scinde´es de f – voir [18, §1] pour cette
notion – sont de´finies sur Q, on peut de´montrer le The´ore`me 1·2 de fac¸on inconditionnelle,
c’est-a`-dire sans admettre l’hypothe`se de Schinzel. On verra ci-dessous que cela re´sulte des
travaux re´cents de Green, Tao et Ziegler en combinatoire additive, dans la forme pre´sente´e
dans [14]. Au §5, on e´tablira l’analogue inconditionnel du The´ore`me 1·2 pour les ze´ro-cycles
de degre´ 1 (voir The´ore`me 5·1).
L’hypothe`se faite sur le groupe de Brauer de la fibre ge´ne´rique dans l’e´nonce´ principal
est quelque peu technique; il n’est pas e´vident de la ve´rifier dans des cas concrets. Or, il
se trouve que cette hypothe`se est toujours satisfaite si on suppose qu’il existe une extension
cyclique de k qui quasi-de´ploie le tore T . Ceci donne le corollaire suivant, qui sera de´montre´
a` la fin du §4:
COROLLAIRE 1·4. Soit T un k-tore qui est quasi-de´ploye´ par une extension cyclique.
Soit f : X → P1k une fibration en torseurs sous T . Admettons l’hypothe`se de Schinzel. Alors
X (k) est dense dans X (Ak)Br(X).
En particulier:
COROLLAIRE 1·5. Soit X un mode`le projectif et lisse de la k-varie´te´ affine de´finie par
n∏
i=1
NKi/k(xi) = P(t)! 0,
ou` P(t) ∈ k[t] est quelconque et les corps K1, . . . , Kn sont des extensions finies du corps de
nombres k dont au moins une est une extension cyclique. Admettons l’hypothe`se de Schinzel.
Alors X (k) est dense dans X (Ak)Br(X).
Si k = Q et si le polynoˆme P(t) a toutes ses racines rationnelles, le re´sultat ci-dessus est
inconditionnel, comme on l’a remarque´ plus haut.
Finalement, au §6 (qui est inde´pendant du reste du texte), on fait une remarque sur
l’hypothe`se de Schinzel qui nous permet de l’utiliser de fac¸on plus souple. Ceci me`nera
a` une ge´ne´ralisation de [8, theorem 1·1·e].
2. Ge´ne´ralite´s sur les fibrations en torseurs sous un tore
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro k et soit T un k-tore quelconque. Choisissons une
compactification lisse et e´quivariante T c de T .
Soit f : X → P1k une fibration en torseurs sous le tore T . Il existe alors un ouvert U ⊆ P1k
et un ouvert V ⊆ XU = f −1(U ) de fac¸on que V soit un espace principal homoge`ne sur U
sous T . Le produit contracte´ V ×T T c est alors une k-varie´te´ projective et lisse au-dessus
de U qui contient V comme ouvert. Des arguments classiques impliquent que le morphisme
V ×T T c → U s’e´tend en un morphisme g : Y → P1k qui satisfait g−1(U ) = V ×T T c, ou`
Y est une k-varie´te´ projective et lisse k-birationnelle a` X .
Or, les e´nonce´s que l’on veut e´tablir dans ce texte ne de´pendent que de la classe
d’e´quivalence birationnelle de la varie´te´ projective et lisse X . On suppose donc jusqu’a`
la fin du §3 que la k-varie´te´ X est une fibration en torseurs sous T telle qu’au-dessus d’un
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ouvert convenable U ⊆ P1k , l’image inverse XU = f −1(U ) est de la forme V ×T T c, ou` V
est un U -torseur sous T (#).
LEMME 2·1. Soit k un corps de nombres. Pour tout Q ∈ U (k), on dispose d’une fle`che
de spe´cialisation
Br(Xη)/Br(η) −→ Br(X Q)/Br(k)
qui est un isomorphisme.
De´monstration. On fixe un point a` l’infini ∞ ∈ P1k . Soit t une coordonne´e affine sur
Spec k[t] = A1k = P1k \ {∞}. Soit R = Spec k[t](t−λ), ou` λ est la t-coordonne´e de Q ∈ U (k).
Conside´rons le R-sche´ma X R; sa fibre ge´ne´rique est Xη ⊗k k. Par [12, lemme 3·1·1], on a
un isomorphisme
Pic(X R)"Pic(Xη ⊗k k).
La fibre spe´ciale de X R est X Q ; on obtient donc une fle`che
Pic(Xη ⊗k k) −→ Pic(X Q)
qui est un isomorphisme Galois-e´quivariant [4, lemme 2·1]. Il en re´sulte que
H 1(k, Pic(Xη ⊗k k))" H 1(k, Pic(X Q))"Br(X Q)/Br(k).
Pour finir la preuve, il suffit maintenant de remarquer que
H 1(k, Pic(Xη ⊗k k))" H 1(η, Pic(Xη))"Br(Xη)/Br(η).
(Notons que ce dernier e´nonce´ utilise H 3(k(t),Gm) = 0, pour k un corps de nombres.)
La proposition suivante se montre utile pour l’e´tude des fibres non scinde´es d’une fibra-
tion en torseurs sous un tore. Il implique en particulier que si le k-tore T est de´ploye´ (ou
quasi-de´ploye´) par une extension abe´lienne de k, alors la fibration satisfait a` la condition
d’abe´lianite´ de [8, theorem 1·1]. Pour la de´finition de tores flasques, on renvoie a` [6, defini-
tion 1·2].
PROPOSITION 2·2. On suppose qu’il existe une extension finie K du corps k telle que le
K -tore T ⊗k K soit flasque. Soit Q ∈ P1k un point ferme´ de corps re´siduel L.
Alors X Q admet une composante irre´ductible Y de multiplicite´ 1 telle que la fermeture
alge´brique de L dans le corps de fonctions L(Y ) soit un sous-corps d’un corps qui est
facteur direct de K ⊗k L.
De´monstration. La K -varie´te´ XU ⊗k K est un torseur sur U ⊗k K sous T ⊗k K et s’e´tend
en un torseur sur P1K tout entier graˆce a` [6, theorem 2·2·(i)]. Si R est un point ferme´ de
P1K au-dessus de Q, alors [3, proposition 3·4·(b)] implique que la fibre (X ⊗k K )R a une
composante ge´ome´triquement inte`gre de multiplicite´ 1. On en de´duit facilement le re´sultat
voulu.
Soit X ◦ ⊆ X un ouvert lisse, surjectif et ge´ne´riquement projectif a` fibres connexes sur la
droite affineA1k , tel que le morphisme induit X ◦ → A1k admet une section sur k. Un tel ouvert
X ◦ existe toujours: si L est une extension de k qui de´ploie le tore T , alors la fibre ge´ne´rique
Xη ⊗k L est un torseur sous le tore de´ploye´ (T ×k η) ⊗k L . Comme tout espace principal
homoge`ne sous un tore trivial est trivial, on voit que Xη ⊗k L admet un (η ⊗k L)-point qui
s’e´tend en une section P1L → X ⊗k L dont l’image est contenue dans le lieu lisse de X .
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Pour X ◦ on prend alors un ouvert approprie´ – c’est-a`-dire lisse, surjectif et ge´ne´riquement
projectif a` fibres connexes sur la droite affine A1k – qui contient l’image de A1L par cette
section.
On remarque qu’il suffit (dans le raisonnement ci-dessus) de prendre une extension L qui
quasi-de´ploie le tore T , comme tout torseur sous un tore quasi-trivial est trivial.
LEMME 2·3. Soit K une extension finie de k qui quasi-de´ploie le tore T , et telle que le
morphisme p : X ◦ → A1k admet une section σ sur K . Alors on a
Br K ∼−→ Br X ◦K .
De´monstration. La fibre ge´ne´rique X ◦η du morphisme X ◦ → A1k est une η-varie´te´ pro-
jective, lisse et ge´ome´triquement inte`gre. La varie´te´ Xη⊗k K est rationnelle sur η ⊗k K –
l’extension K de k quasi-de´ploie le tore T et tout torseur sous un tore quasi-trivial est
trivial. Il en re´sulte donc que Br Xη⊗k K = Br(η ⊗k K ), car le groupe de Brauer est un
invariant birationnel des varie´te´s projectives lisses (sur un corps de caracte´ristique ze´ro).
D’apre`s Grothendieck, on dispose donc d’une injection Br X ◦K ↪→ Br(Xη⊗k K ) qui s’inse`re
dans le diagramme commutatif suivant:
Br(X ◦K ) Br(X ◦η⊗k K )
Br(A1K ) Br(η ⊗k K ).
"p# σ #
Il est e´vident que σ # ◦ p# = Id; en particulier, l’homomorphisme σ # est surjectif. La
commutativite´ du diagramme implique que la fle`che compose´e
Br(X ◦K )
σ#−→ Br(A1K ) −→ Br(η ⊗k K )
est injective. Il en re´sulte que σ # est injectif, donc un isomorphisme.
Comme Br(A1K ) = Br(K ), ceci permet de conclure.
3. Preuve du re´sultat principal
3·1. La preuve
Ce paragraphe est consacre´ a` la preuve du The´ore`me 1·2. On utilise les notations in-
troduites dans le paragraphe pre´ce´dent et l’on suppose de´sormais que k est un corps de
nombres. Choisissons
α1, . . . ,αm ∈ Br(X ◦) et β1, . . . ,βn ∈ Ker[Br(Xη) −→ Br(Xη ⊗k kab)]
tels que leurs images engendrent Br(Xη)/Br(η). Ce dernier quotient est un groupe abe´lien
fini, la raison e´tant que la η-varie´te´ Xη et projective, lisse, ge´ome´triquement connexe et
ge´ome´triquement rationnelle. Fixons une extension finie abe´lienne M de k qui quasi-de´ploie
le tore T , pour laquelle le morphisme X ◦ → A1k admet une section apre`s extension des
scalaires a` M et telle que
Resk/M(βi) = 0 pour 1 ! i ! n.
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On suppose qu’il n’y ait pas d’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse et a`
l’approximation faible, c’est-a`-dire que l’e´galite´∑
v∈)k
invv (A(Pv )) = 0
vaut pour tout α ∈ Br(X) et tout point ade´lique (Pv )v∈)k ∈ X (Ak). On fixe un tel point
(Pv )v∈)k ∈ X (Ak) et un ensemble fini S de places de k. On de´montrera que l’on peut ap-
proximer les points locaux (Pv )v∈S par un point global P ∈ X (k).
En cours de route, on peut toujours agrandir l’ensemble fini de places S. On peut donc
supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que S contient toutes les places archime´diennes de k.
Conside´rons le sous-groupe B = 〈α1, . . . ,αm,β1, . . . ,βn〉 de Br(Xη). Un argument de pas-
sage a` la limite en cohomologie e´tale permet de supposer B ⊆ Br(XU ), en re´tre´cissant
l’ouvert U si ne´cessaire. En agrandissant l’ensemble S si ne´cessaire, on peut supposer que
les morphismes XU → U → k admettent des mode`les entiers XU → U → Ok,S tels que
les fibres de XU → U soient toutes projectives, lisses et ge´ome´triquement inte`gres, de fac¸on
que X ◦ → A1k s’e´tende en un morphisme X◦ → A1Ok,S . En agrandissant encore S, on peut
alors supposer que les e´le´ments de B appartiennent tous au sous-groupe Br(XU) de Br(Xη).
Le lemme de Hensel et les estimations de Lang-Weil permettent de supposer e´galement que
pour tout v ! S et Q point ferme´ de U, la fibre (XU)Q a un κ(v)-point (κ(v) e´tant le corps
re´siduel associe´ a` v).
Comme X est lisse (et ge´ome´triquement inte`gre) sur k, le the´ore`me des fonctions im-
plicites assure que tout voisinage v-adique de Pv est Zariski dense dans X . On peut donc
remplacer chaque Pv par un kv -point arbitrairement proche, que l’on notera encore Pv , qui
appartient a` XU . Notons Qv = p(Pv ) pour tout v ∈ S.
Choisissons (en utilisant l’approximation faible) Q0 ∈ U (k), suffisamment proche de
Qv pour v ∈ S archime´dienne, diffe´rent des points Qv . En utilisant un k-automorphisme
convenable de P1k , on peut supposer que Q0 est le point a` l’infini. Les points (Pv )v∈S ap-
partiennent donc a` A1k = Spec(k[t]) ⊆ P1k . Notons alors λv ∈ kv pour la t-coordonne´e de
Qv ∈ A1(kv ). On cherche Q ∈ U (k) tre`s proche de Qv pour toute place finie v ∈ S et suf-
fisamment grand pour toute place archime´dienne tel que la fibre X Q ait un point rationnel,
tre`s proche des points locaux Pv pour v ∈ S.
Le comple´ment de U dans A1k est re´union de points Qi ∈ A1k = Spec(k[t]), de´crits par
des polynoˆmes unitaires irre´ductibles Fi(t) ∈ k[t], pour 1 ! i ! s. Conside´rons tous les
e´le´ments de Br(k(X)) de la forme (Fi(t),χ), ou` χ est un caracte`re de M/k. Ceux-ci sont
de´finis par cup-produit
k(X)# × H 2(k,Z) −→ Br(k(X)),
via l’identification H 1(k,Q/Z) " H 2(k,Z). Il est clair que ces e´le´ments s’e´tendent en
des alge`bres d’Azumaya sur XU . Soit B ′ le sous-groupe fini de Br(XU ) engendre´ par ces
e´le´ments et ceux de B. En agrandissant S, on peut supposer que les e´le´ments (Fi(t),χ)
appartiennent a` Br(XU), i.e. B ′ ⊆ Br(XU).
Agrandissons encore l’ensemble S: on ajoute les places associe´es aux polynoˆmes Fi(t) via
l’hypothe`se (H1) [9] et les places qui ramifient dans l’extension M/k. Conside´rons l’image
de Br(X ◦) dans Br(X ◦M). Le Lemme 2·3 implique que pour tout i , on peut trouver un e´le´ment
γi ∈ Br M tel que γi s’envoie sur l’image de αi via la fle`che canonique Br M → Br(X ◦M).
En prenant S suffisamment grand, on peut maintenant supposer que invw γi = 0 pour
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i ∈ {1, . . . ,m} et pour w ! SM (SM e´tant l’ensemble des places de M au-dessus des places
dans S).
On suppose qu’il n’y a pas d’obstruction de Brauer–Manin a` l’approximation faible pour
(Pv )v∈S . Le lemme formel de Harari ([12, corollaire 2·6·1]) donne alors l’existence d’un
ensemble fini de places S1 ⊇ S et de points locaux Pv ∈ XU (kv ) pour v ∈ S1 \ S, tels que
pour tout A ∈ B ′, ∑
v∈S1
invv (A(Pv )) = 0 ∈ Q/Z.
L’hypothe`se (H1) donne alors l’existence de λ ∈ k qui est suffisamment proche de λv pour
toute place finie v ∈ S1, entier en dehors de S1 et suffisamment grand pour les places
archime´diennes, tel qu’on ait (simultane´ment):
(i) λ ∈ U (k);
(ii) pour v ∈ S1, la fibre Xλ contient un kv -point P ′v qui est v-adiquement proche de Pv ,
tel que invv (A(Pv )) = invv (A(P ′v )) pour tout A ∈ B ′;
(iii) pour 1 ! i ! s, il existe une place vi de k telle que Fi(λ) est une uniformisante dans
Ok,vi et une unite´ dans kv pour toute v ! S1 " {vi }.
Pour v ! S1 et v! vi pour tout i , on obtient alors, graˆce au lemme de Hensel, unOv -point
de la fibre (XU)λ. L’ensemble S a e´te´ pris suffisamment grand pour que B ′ ⊆ Br(XU). On
obtient donc de cette fac¸on un Ov -point P ′v de Xλ tel que invv α(P ′v ) = 0 pour tout α ∈ B ′
(“bonne re´duction”).
Analysons maintenant la situation si v = vi est l’une des “places de Schinzel”. Notons
que par la loi de re´ciprocite´ globale, on a, pour tout caracte`re χ de M/k,∑
v∈)k
invv (Fi(λ),χ) = 0.
Par construction, on a e´galement ∑
v∈S1
invv (Fi(λ),χ) = 0.
Pour v ! S1 et v! vi , on sait que Fi(λ) est une unite´ dans kv . On trouve donc
invvi (Fi(λ),χ) = 0.
Cette dernie`re e´galite´ vaut pour tout caracte`re χ de M/k. Il en re´sulte que la place vi est
totalement de´compose´e dans l’extension (abe´lienne!) M/k, car (par construction) Fi(λ) est
une uniformisante dans Ok,vi .
La fibre Xλ est une compactification lisse d’un espace principal homoge`ne sous T , qui
devient quasi-trivial apre`s extension des scalaires a` M/k. Il en re´sulte que le kvi -tore Tkvi est
quasi-trivial, donc H 1(kvi , Tkvi ) = 0. Ceci implique la kvi -rationalite´ de Xλ ⊗k kvi . Il existe
donc un kvi -point P ′vi .
Montrons que invvi A(P ′vi ) = 0 pour A ∈ B. Comme vi est totalement de´compose´e dans
M/k, la fle`che 〈α1, . . . ,αm〉 → Br(X ◦kvi ) se factorise en
〈α1, . . . ,αm〉 −→ Br(X ◦M) −→ Br(X ◦kvi ).
Pour 1 ! j ! m, on trouve alors
α j (P ′vi ) = α j
∣∣
kvi
(P ′vi ) = γ j
∣∣
kvi
(P ′vi ) = 0.
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Pour 1 ! - ! n, on obtient β-(P ′vi ) = β-|kvi (P ′vi ) = 0 car β-|M = 0. Donc
invvi A(P ′vi ) = 0
pour A ∈ B.
Faisons un re´sume´ de la situation. On a construit pour toute v ∈ )k un kv -point P ′v de
la fibre Xλ. On a
∑
v∈S1 invv A(P ′v ) = 0 et invv A(P ′v ) = 0 pour tout A ∈ B et v ! S1.
On obtient donc
∑
v∈)k invv A(P ′v ) = 0, i.e. on a construit un point ade´lique de la fibre Xλ
orthogonal a` B. Or, le Lemme 2·1 assure que la fle`che
Br(Xη)/Br(η) −→ Br(Xλ)/Br(k)
est un isomorphisme. L’image du groupe B dans le quotient Br(Xη)/Br(η) engendre celui-
ci. Le point ade´lique (Pv )v∈)k est donc orthogonal au groupe de Brauer de Xλ, qui est une
compactification lisse d’un espace principal homoge`ne sous un k-tore. Un re´sultat classique
de Sansuc [16, corollaires 8·7 et 8·13] implique que l’on peut approximer ce point ade´lique
par un point global P ∈ Xλ(k), ce qui ache`ve la de´monstration.
3·2. Sur la Remarque 1·3
Expliquons pourquoi le re´sultats re´cents de Green, Tao et Ziegler en combinatoire additive
impliquent une version inconditionnelle du The´ore`me 1·2 si k = Q et si toutes les fibres
non-scinde´es sont de´finies sur Q.
Dans la preuve ci-dessus, on peut alors supposer que l’ouvert U est le comple´ment d’un
nombre fini de points rationnels. Les polynoˆmes Fi(t) dans la preuve sont donc tous de la
forme t−ei , pour e1, . . . , es ∈ Q. La` ou` on a choisi λ ∈ Q utilisant l’hypothe`se (H1), on peut
maintenant choisir λ utilisant [14, proposition 2·1]. On trouve donc λ ∈ Q arbitrairement
proche de λv pour v ∈ S1 finie et suffisamment grand pour la topologie re´elle, tel que λ est
une uniformisante dans Qvi pour 1 ! i ! s et
valv (λ− ei ) ! 0 pour v ! S1 " {v1, . . . , vs}.
Cette dernie`re ine´galite´ implique que la re´duction de λ modulo v est un e´le´ment de P1(κ(v))
autre que les re´ductions de e1, . . . , es . Les estimations de Lang-Weil et le lemme de Hensel
impliquent que ce κ(v)-point se rele`ve en un Ov -point sur un mode`le entier. Le reste de
l’argument ne change pas.
4. Applications
Comme on l’a de´ja` explique´ dans l’introduction, notre the´ore`me principal ge´ne´ralise [21,
theorem 3·1]. Il englobe e´galement [21, theorem 3·2], qui concerne les mode`les projectifs et
lisses des varie´te´ affines de´finies par une e´quation de la forme
(X 21 − aY 21 )(X 22 − bY 22 )(X 23 − abY 23 ) = P(t),
pour a, b ∈ k. Une telle varie´te´ est fibre´e sur P1k via la projection sur t . Les fibres lisses sont
des torseurs sous le tore noyau du morphisme de tores
Rk(√a)/kGm × Rk(√b)/kGm × Rk(√ab)/kGm −→Gm
(x, y, z) 0−→ Nk(√a)/k(x) · Nk(√b)/k(y) · Nk(√ab)/k(z).
Colliot–The´le`ne a de´montre´ [2, the´ore`me 4·1] que si aucune des constantes a, b et ab n’est
un carre´ dans k, alors (X 21 − aY 21 , b) est l’unique e´le´ment non-trivial de Br(Xη)/Br(η).
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Comme cet e´le´ment de Br(Xη) s’annule apre`s extension des scalaires a` l’extension abe´lienne
k(
√
b)/k, le The´ore`me 1·2 s’applique.
Dans son texte [15], Liang a obtenu des re´sultats sur les fibrations sous une hypothe`se
technique (Br) sur le groupe de Brauer (voir par exemple [15, theorem 2·1]) qui paraıˆt moins
restrictive que la noˆtre. On montre maintenant que ces hypothe`ses sont en fait e´quivalentes:
PROPOSITION 4·1. Avec les notations utilise´es pre´ce´demment au § 2, on conside`re des
points ferme´s Q1, Q2, . . . , Qr de A1k tels que les fibres Y1, . . . , Yr au-dessus de ces points
sont lisses et ge´ome´triquement inte`gres. Si Br
(
X ◦ \⊔ri=1 Yi) engendre Br(Xη)/Br(η), alors
Br(X ◦) engendre Br(Xη)/Br(η).
De´monstration. Prenons une classe α ∈ Br Xη/Br η et α ∈ Br (X ◦ \⊔ri=1 Yi) qui
s’envoie sur α. Supposons que α ramifie au point ge´ne´rique de Yi . Soit
∂i : Br (Xη) −→ H 1(Yi ,Q/Z)
l’application re´sidu. On voit facilement que
Br(Xη⊗k k)"Br(η ⊗k k) = 0
(the´ore`me de Tsen), car Xη⊗k k est projective, lisse et (η ⊗k k)-rationnelle.
On a donc le diagramme commutatif suivant:
Br(Xη)
Br(Xη⊗k k)
H 1(Yi ,Q/Z)
H 1(Yi ,Q/Z).
∂i
∂i
Ceci montre que ∂i (α) appartient au noyau de l’application
H 1(Yi ,Q/Z) −→ H 1(Y i ,Q/Z).
Si Ki = k(Qi ) il en re´sulte que ∂i(α) provient d’un caracte`re χi ∈ H 1(Ki ,Q/Z) – c’est la`
que l’on utilise le fait que Yi est ge´ome´triquement inte`gre. Conside´rons
βi := CoresKi/k(χi , t − ei ) ∈ Br η,
ou` ei est la classe de t dans le quotient Ki = k[t]/(Pi (t)), ou` Pi (t) est le polynoˆme qui
de´finit le point ferme´ Qi . Regardons le diagramme commutatif
Br(η ⊗k Ki )
η
⊕
M 0→Qi H
1(Ki(M),Q/Z)
H 1(k(Qi ),Q/Z)
dans lequel les fle`ches horizontales sont les applications re´sidu et les fle`ches verticales sont
les applications de corestriction. Ceci montre que ∂Qi (βi) = χi . L’alge`bre βi est clairement
non-ramifie´e en dehors de Qi . On voit maintenant que α −∑ri=1 βi appartient non seule-
ment a` Br(X ◦ \⊔ Yi ) mais aussi au sous-groupe Br X ◦. Cet e´le´ment s’envoie toujours sur
α ∈ Br Xη/Br η. Il en re´sulte que Br X ◦ → Br Xη/Br η est surjective.
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Voici un exemple d’application du The´ore`me 1·2 (cfr. Corollaire 1·4):
PROPOSITION 4·2. Soit T un k-tore qui est quasi-de´ploye´ par une extension cyclique.
Soit f : X → P1k une fibration en torseurs sous T . Admettons l’hypothe`se de Schinzel. Alors
X (k) est dense dans X (Ak)Br(X).
De´monstration. Ceci est une conse´quence imme´diate du The´ore`me 1·2 si on ve´rifie que
Ker[Br(Xη)→ Br(Xη ⊗k L)] engendre Br(Xη)/Br(η), ou` L/k est l’extension cyclique qui
quasi-de´ploie le k-tore T . Pour l’ouvert X ◦ dans le The´ore`me 1·2, on peut alors prendre
n’importe quel ouvert de X qui est lisse, surjectif, ge´ne´riquement projectif a` fibres connexes
sur A1k , tel que le morphisme induit X ◦ → A1k admette une section sur L (cfr. la discussion
qui pre´ce`de le Lemme 2·3).
Or, ceci re´sulte facilement de [2, proposition 1·1·(b)], applique´e a` Xη. La η-varie´te´ Xη
devient bien rationnelle apre`s extension des scalaires a` L , car le tore T ⊗k L est quasi-trivial,
et tout torseur sous un tore quasi-trivial est trivial.
Ceci donne une ge´ne´ralisation de [21, theorem 3·2]. Comme explique´ ci-dessus, on obtient
le meˆme re´sultat sans admettre l’hypothe`se de Schinzel si k = Q et toutes les fibres non-
scinde´es sont de´finies sur Q.
5. Ze´ro-cycles
On e´tablit maintenant l’analogue naturel du The´ore`me 1·2 pour les ze´ro-cycles de degre´ 1
au lieu des points rationnels. L’astuce de Salberger servira comme substitut pour l’hypothe`se
de Schinzel dans notre preuve. On renvoie a` [9, §3.1] pour la de´finition et les proprie´te´s de
base de l’accouplement entre le groupe de Brauer d’une varie´te´ et les ze´ro-cycles sur cette
varie´te´.
THE´ORE`ME 5·1. Soit T un k-tore quasi-de´ploye´ par kab. Soit f : X → P1k une fibra-
tion en torseurs sous T . Supposons qu’il existe un ouvert X ◦ ⊆ X qui est lisse, surjectif
et ge´ne´riquement projectif a` fibres connexes au-dessus de A1k , de fac¸on que le morphisme
X ◦ → A1k admette une section sur kab et que Br(Xη)/Br(η) soit engendre´ par les images
des groupes suivants:
(i) le groupe Br(X ◦), et
(ii) le groupe Ker[Br(Xη)→ Br(Xη ⊗k kab)].
Alors l’obstruction de Brauer–Manin a` l’existence d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur X est la
seule.
De´monstration. On utilise les notations du §2. Choisissons
α1, . . . ,αm ∈ Br(X ◦) et β1, . . . ,βn ∈ Ker[Br(Xη) −→ Br(Xη ⊗k kab)]
et une extension abe´lienne M de k comme dans la preuve du The´ore`me 1·2. Soit B le sous-
groupe 〈α1, . . . ,αm,β1, . . . ,βn〉 de Br(Xη). En re´tre´cissant l’ouvert U si ne´cessaire, on peut
supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que B ⊆ Br(XU ). Le comple´ment de U dansA1k est re´union
de points ferme´s Qi ∈ A1k = Spec(k[t]), de´crits par des polynoˆmes unitaires irre´ductibles
Fi(t) ∈ k[t], pour 1 ! i ! s.
Fixons d’abord un ensemble fini de places S0 ⊆ )k tel que les conditions suivantes soient
satisfaites. Les morphismes XU → U → k admettent des mode`les XU → U → Ok,S tels
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que les fibres de XU → U soient projectives, lisses et ge´ome´triquement inte`gres, de fac¸on
que X ◦ → A1k s’e´tende en un morphisme X◦ → A1Ok,S0 . On a des inclusions
B ⊆ Br(XU) ⊆ Br(Xη).
Pour v ! S0 et Q point ferme´ de U, la fibre (XU)Q a un κ(v)-point. Pour v ! S0, l’extension
M/k est non-ramifie´e en v . Finalement, pour A ∈ B # Br(X ◦), pour w une place de M non
au-dessus d’une place de S0 et
j : Br(X ◦) −→ Br(X ◦M) = Br0(X ◦M)
la fle`che naturelle, on a invw( j (A)) = 0.
Soit B ′ le sous-groupe de Br(XU) engendre´ par les e´le´ments de B et ceux de la forme
(Fi(t),χ), pour χ un caracte`re de l’extension M/k. Une variante du lemme formel de Har-
ari (voir [9, theorem 3·2·2]) permet alors de supposer que l’on dispose d’un ensemble fini
S1 ⊆ )k contenant S0 et pour toute v ∈ S1, un ze´ro-cycle zv de degre´ 1, supporte´ sur
XU ⊗k kv , tel que ∑
v∈S1
invv (〈A, zv〉) = 0
pour toutA ∈ B ′. Notons e l’exposant du groupe fini B ′. Pour toute place v , on a une e´criture
(e´vidente) zv = z+v − z−v , ou` z+v et z−v sont des ze´ro-cycles effectifs. ´Ecrivons
z˜v = zv + nez−v , ou` n = [M : k].
On obtient ∑
v∈S1
invv (〈A, z˜v〉) = 0
pour tout A ∈ B ′. Choisissons un ze´ro-cycle effectif ζ sur XU qui est de degre´ n. Alors
〈A, eP〉 = 0 pour A ∈ B ′. Comme deg z˜v ≡ 1 mod ne et deg eζ = ne, on obtient – en
ajoutant des multiples approprie´s du ze´ro-cycle eζ a` chacun des z˜v – des cycles effectifs zv ,
tous du meˆme degre´ D ≡ 1 (mod ne), tels que∑
v∈S1
invv (〈A, zv〉) = 0
pour toutA ∈ B ′. En utilisant [9, lemma 6·2·1], on voit que l’on peut supposer que chacun de
ces ze´ro-cycles effectifs zv est somme de points ferme´s (sans multiplicite´s), dont les images
sous f : XU → U sont toutes diffe´rentes. On peut e´galement supposer que pour tout point
ferme´ Q dans le support du ze´ro-cycle zv , l’extension de corps kv ( f (P)) ⊆ kv (P) est un
isomorphisme: on remplace chaque point ferme´ Q par un point kv (Q)-rationnel de XU ⊗k kv
suffisamment proche de Q.
Conside´rons maintenant les ze´ro-cycles (effectifs) f (zv ). Chacun de ces cycles est donne´
par un polynoˆme unitaire et se´parable Gv (t) ∈ kv [t] de degre´ D, premier au produit∏s
i=1 Fi(t). Les fibres de f au-dessus des racines de Gv (t) admettent un point rationnel,
pour v ∈ S1. Il en est de meˆme pour tout polynoˆme unitaire dans kv [t] suffisamment proche
de Gv (t) pour les topologies v-adiques sur l’espace des coefficients (Krasner).
Choisissons maintenant un polynoˆme unitaire, irre´ductible G(t) ∈ k[t] de degre´ D
comme dans [8, theorem 3·1] (“l’astuce de Salberger”); pour le corps L dans ce the´ore`me,
on prend une extension finie de k qui contient M et sur laquelle les Fi(t) sont scinde´es.
Pour V , on prend l’ensemble T des places de k qui scindent les Fi(t) et qui sont totalement
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de´compose´es dans L . On peut choisir G(t) suffisamment proche des Gv (t) pour toute place
v ∈ S1 pour que les conditions suivantes soient satisfaites:
(i) si
N = k[t]/(G(t)), θ = t ∈ N ,
alors pour chacun des polynoˆmes Fi(t) (pour 1 ! i ! s), il existe une place wi de
N , telle que Fi(θ) soit une uniformisante dans la comple´tion Nwi et une unite´ dans
Nw si w n’est pas au-dessus de S1 " T (et w!wi );
(ii) pour v ∈ S1 et toute place w au-dessus de v , la fibre Xθ (de´finie sur N ) admet un
Nw-point Qw, avec la somme
∑
w|v Qw suffisamment proche du ze´ro-cycle zv pour
que l’e´galite´ ∑
w|v
invv (CorNw/kv (A(Qw)) = invv (〈A, zv〉)
vaille pour tout A ∈ B ′.
Montrons maintenant que Xθ admet un Nw-point Qw pour toute place w de N qui n’est
pas au-dessus de S1. Si w n’est pas non plus au-dessus de T et n’est pas e´gale a` l’une des wi
pour 1 ! i ! s, il est clair que (XU)θ admet un ONw -point.
Si la place w est au-dessus de T , alors w est totalement de´compose´e dans l’extension
M N de N ; il est donc e´vident que Xθ admet un Nw-point. Concentrons-nous donc sur le cas
w = wi pour un i ∈ {1, . . . , s}. On sait que∑
v∈S1,w|v
invv
(
CorNw/kv (Fi(θ),χ)
) = 0
et donc ∑
v!S1,w|v
invv
(
CorNw/kv (Fi(θ),χ)
) = 0.
Or, si w n’est pas au-dessus de S1 " T et w!wi , alors Fi(θ) est une unite´ dans Nw, et si
w est au-dessus de T , alors w est totalement de´compose´e dans l’extension M N de N . Dans
les deux cas, invw(Fi(θ),χ) = 0. Il en re´sulte que
invwi (Fi(θ),χ) = 0
pour tout caracte`re χ de M/k. Comme Fi(θ) ∈ N est une uniformisante dans Nwi et
l’extension M/k est abe´lienne, on voit que wi est totalement de´compose´e dans l’extension
M N de N . La fibre Xθ admet donc un Nwi -point.
Exactement comme dans la preuve du The´ore`me 1·2, on de´montre que invw(A(Qw)) = 0
pour tout A ∈ B et toute w ∈ )N non au-dessus de S1.
On obtient donc l’e´galite´ ∑
w∈)N
invw(A(Qw)) = 0.
La fle`che naturelle
Br(T c)/Br0(T c) −→ Br(T cN )/Br(T cN )
est un isomorphisme, car M # N = k. L’image de B engendre donc bien le quotient
Br(Xθ )/Br0(Xθ ). Une application du re´sultat de Sansuc [16, corollaire 8·7] a` la fibre Xθ
donne l’existence d’un N -point sur la fibre Xθ . Comme [N : k] ≡ 1 (mod ne), ceci im-
plique bien l’existence d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur X .
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6. Une remarque sur l’hypothe`se de Schinzel
On pre´sente dans ce dernier paragraphe une remarque sur l’hypothe`se de Schinzel qui
permet de l’utiliser de fac¸on plus souple. Il s’agit du choix d’un parame`tre de Schinzel λ,
comme dans [9, hypothe`se (H1)], avec la condition supple´mentaire que cette valeur de λ
appartienne a` un sous-ensemble hilbertien donne´ de k. Que ceci devrait eˆtre possible semble
avoir e´te´ sugge´re´ pour la premie`re fois dans [19].
6·1. Sur la topologie d’un ensemble Hilbertien
Il nous faut un re´sultat pre´liminaire sur la topologie d’un ensemble hilbertien; pour cette
dernie`re notion, voir par exemple [11].
PROPOSITION 6·1. Soit k un corps de nombres. Soit V une k-varie´te´ ge´ome´triquement
inte`gre. Soit ρ : X → V un reveˆtement e´tale connexe et soit P ∈ V (k) tel que la fibre de ρ
en P soit connexe. Soit S ⊆ )k un ensemble fini de places de k. Alors il existe un ensemble
fini T ⊆ )<∞k avec S # T =$ et un voisinage N de P dans
∏
v∈T V (kv ) dans la topologie
naturelle tel que pour tout Q ∈ N (k), la fibre ρ−1(Q) soit connexe.
De´monstration. On agrandissant S si ne´cessaire, on peut supposer que la situation
s’e´tend sur Ok,S . Partons donc d’un morphisme dominant pi : V → Spec(Ok,S) dont la
fibre ge´ne´rique est une k-varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre, d’un reveˆtement e´tale connexe
ρ : X→ V de fibre ge´ne´rique inte`gre et d’un point P ∈ V(Ok,S) tel que la fibre de ρ en P
soit connexe. On peut supposer e´galement que ρ est Galoisien de groupe G.
De´montrons d’abord que pour tout e´le´ment g ∈ G, il existe une place finie vg ∈ )<∞k \ S
telle que Frobvg P est conjugue´ a` g. Fixons g ∈ G. ´Ecrivons X′ = X/〈g〉, le quotient de X
par l’action de 〈g〉, qui est un reveˆtement e´tale de V. Conside´rons le diagramme commutatif
suivant, dont les carre´s sont Carte´siens:
X
X′
V
Spec B
Spec A
SpecOk,S
Spec M
Spec L
Spec k.P
〈g〉
La fibre du morphisme ρ : X→ V au-dessus du k-point P est connexe. Les k-alge`bres L et
M sont donc bien des corps et l’extension M/L est cyclique, de groupe 〈g〉. Ceci implique
que A/Ok,S est une extension finie d’anneaux de Dedekind.
Donc [12, proposition 2·2·1] s’applique: il existe une place vg de k en dehors de S et une
place w de L au-dessus de vg qui est de degre´ 1 et qui est inerte dans M . Par construction,
Frobvg P est conjugue´ a` g.
Ceci e´tant e´tabli, choisissons pour tout e´le´ment g ∈ G une telle place vg et prenons
T = {vg | g ∈ G}. Prenons pour N l’ensemble des k-points de V qui sont entiers en les
places de T et qui, pour tout g ∈ G, ont la meˆme re´duction (comme κ(vg)-point) que P .
Il suffit de montrer que ρ−1(Q) est connexe pour tout Q ∈ N. Ceci e´quivaut a` dire que le
groupe de Galois Gal(k/k) se surjecte sur G a` travers un rele`vement du morphisme compose´
Spec k −→ Spec k Q−→ V
a` X. Par construction des places vg, cette dernie`re assertion est satisfaite.
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COROLLAIRE 6·2. Si on admet l’hypothe`se de Schinzel [9, hypothe`se (H)] sur Q, alors
la version [9, hypothe`se (H1)] de cette hypothe`se vaut sur tout corps de nombres k, avec la
condition supple´mentaire que l’on peut choisir le parame`tre λ dans un ensemble hilbertien
H ⊆ k = A1k(k) donne´.
De´monstration. Partons de polynoˆmes Pi (t) pour 1 ! i ! n et d’e´le´ments λv ∈ kv
pour v ∈ S, ou` S ⊆ )k est fini, comme dans [9, hypothe`se (H1)]. En agrandissant S si
ne´cessaire, on peut supposer que l’ensemble hilbertien H est associe´ a` un reveˆtement e´tale
de Ok,S-sche´mas ρ : X→ A1Ok,S , comme dans la Proposition 6·1.
Choisissons un k-point P de coordonne´e µ tel que la fibre ρ−1(P) soit connexe. On trouve
un ensemble fini T ⊆ )<∞k avec S#T =$ et un voisinageN de P dans la topologie induite
par T tel que N ⊆ H . Prenons λv = µ ∈ kv pour v ∈ T . En appliquant [9, hypothe`se (H1)]
aux polynoˆmes Pi (t) pour 1 ! i ! n et aux λv pour v ∈ S " T , on obtient maintenant le
re´sultat voulu.
6·2. Exemple d’application
L’inte´reˆt du Corollaire 6·2 ci-dessus dans le contexte de la me´thode des fibrations vient
de [12, the´ore`me 3·5·1]. Voici un simple exemple d’application dans ce sens, qui ge´ne´ralise
[8, theorem 1·1·e]:
COROLLAIRE 6·3. Soit X une k-varie´te´ projective et lisse, munie d’un morphisme dom-
inant f : X → P1k , telle que la condition suivante soit satisfaite: pour tout point ferme´ P
de P1k , la fibre X P a une composante YP de multiplicite´ 1 telle que la cloˆture alge´brique de
k(P) dans le corps de fonctions de YP soit une extension abe´lienne de k(P).
Supposons que le principe de Hasse et l’approximation faible valent pour les fibres de f
au-dessus d’un ensemble hilbertien de P1k . Admettons l’hypothe`se de Schinzel. Alors X (k)
est dense dans X (Ak)Brvert(X).
Rappelons que le groupe de Brauer vertical Brvert(X) est le sous-groupe de Br(X) qui
consiste des e´le´ments dont la restriction a` Br(Xη) provient de Br(η).
La validite´ de cet e´nonce´ re´sulte imme´diatement du Corollaire 6·2 et de la preuve de [8,
theorem 1·1]. Voici un exemple d’application concre`te de ce re´sultat.
PROPOSITION 6·4. Soit X un mode`le projectif et lisse d’une k-varie´te´ affine donne´ par
une e´quation de la forme
x2 − a(t)y2 = P(t, z),
ou` le polynoˆme P(t, z) est irre´ductible de degre´ 4 vu comme e´le´ment de k(t)[z] et a la
proprie´te´ que P(t0, z) ne s’annule pas identiquement si t0 est une racine de a(t). Admettons
l’hypothe`se de Schinzel. Alors X (k) est dense dans X (Ak)Brvert(X).
De´monstration. La varie´te´ X est fibre´e sur P1k via la projection sur t . Il est clair que
l’hypothe`se sur les “mauvaises” fibres dans le Corollaire 6·3 est satisfaite sous les conditions
de l’e´nonce´. L’ensemble des valeurs s ∈ k ayant la proprie´te´ que le polynoˆme P(s, z) ∈ k[z]
reste irre´ductible est un ensemble Hilbertien dansA1k(k). Pour une telle valeur de s, la surface
de Chaˆtelet donne´e par l’e´quation affine x2−a(s)y2 = P(s, z) satisfait au principe de Hasse
et a` l’approximation faible [7]. Ceci suffit pour appliquer le Corollaire 6·3.
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